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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHEMATIQUE. — Minimalité des réels définis par «forcing» >surr
certaines familles d’arbres de suites finies d’entiers. Note (*) de M. Serge Grigorieff,
présentée par M. Jean Leray.

Soit M un modéle de ZF plus I’axiome du choix. On note o (N) I’ensemble des suites finies d’entiers
que ’on ordonne par la relation <= de prolongement de suites. On appelle arbre toute partie non
vide A de o (N) qui est close par restriction de suites; si s e A on pose

Als={teA;tcsout>s}.

Siseo(N), s:k - N, si aeN, on note s X a la suite de domaine k£ 4 1 qui prolonge s et dont la valeur
au point & est a.

Un arbre A est dit superparfait si
(VseA)(TteA)(t > set {n; typneA} est infini).
On désigne par P la famille des arbres superparfaits (dans ) ordonnée par inclusion. Nous mon-
trons dans cette Note que, si G est une partie It —générique de P, il n’y a pas de modéle intermé-

_ diaire entre 3 et M [G]. Une généralisation de ce résultat est ensuite considérée, qui fait intervenir
la notion d’arbre J-superparfait, J étant un idéal sur & (N).

1. FORCING AVEC LES ARBRES SUPERPARFAITS. — On introduit une notion de fusion
analogue a celle de (%). '

DEFmaTION 1. — Une famille (A, , est dite fusionnable si
() (Vs,teocMN)(sct=A;,>0A);
(i) (Vseo(N)) (teA) (3h : N—N) [£ est strictement croissante et
V1 (Apn < Ayt R (n))].
LEMME 2. — Si la famille (A, ) et fusionnable alors Iensemble B = () () A

n seN®

S

est un arbre superparfait.

Preuve. — 1l existe deux fonctions T : 6 (N) » o (N) et H : o (N) — NN telles que,
pour tout s, T(s) et H(s) ont les propriétés de ¢ et h de (ii) (déf. 1). On voit par
induction que T (s) a une longueur au moins égale a celle de s; aussi, T (s) € A. Soit
ne An N, il existe se N" et aeN tels que ueAs*a; comme

Acga © As| T(5) J H(s)(m)
et T (s) a une longueur au moins égale & n, on voit que ¥ = T (s). Ainsi, on a
B={uec(N);Isec(N)u = T(s)}.

Pour tout s on a T(sv n) = T(s) % H(s)(n); par suite {aeN;T(s)%kaecAl},
qui est aussi 'image de H (s), est un ensemble infini et B est ainsi un ensemble super-
parfait.

* THEOREME 3. — Soit G une partie M-générique de P. Il n’existe pas de modéle inter-
médiaire entre M et M [G], i. e. pour tout fe M [G], soit fe M, soit M[f] = M[G].



302 — Série A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 281 (8 septembre 1975)

Il suffit de prouver le théoréme pour f inclus dans M. Soit donc f: D — {0,1}
un élément de M [G] non dans M, ol D eM. On désigne par f une notation de f

dans 9 et on suppose que o (N) force « f est une fonction de D dans {01 Yo

LEMME 4, — SofrAePrea'queA| HféM, et soituecAtelleque X = {n;usdkneA}
est infini. Il existe o e D, g€ {0, 1 }, h : N — X, strictement croissante, et une suite (A)); .
d’éléments de P tels que, pour tout i,

AicAlukh(i), Aol - flm=e e Auy|+fl@)=1-s

Preuve. — On a A | f¢ M, donc aussi A | ul I f¢ M. Par suite, il existe xe D
tel que A |u ne décide ﬁas f(e). Soient A’ et A" inclus dans A |u qui décident
différemment f (o), on peut supposer que A’ = A |udem’ et A" = A | u sk m" avec m’,
m"eX. Pour ieX, i> sup (m’, m”"), soit Aj = A |uvi qui décide f(x); il existe
g€ {0,1} tel que 'ensemble Y de ces i qui forcent «f(x) = 1—g» est infini. Soit A,
celui de A’ ou A” qui force « £ (o) = €». On définit 4 : N — X ainsi : £ (0) = m’ ou m"
selon que Ag = A’ ou A", A} N—{0} énumére de fagon croissante les éléments de Y.
Les conclusions du lemme sont alors vérifiées si I'on pose A; = A (@ pour i > 0.

LEMME 5. — Sous les hypothéses du lemme 4 il existe Be D, 8e {0, 1 }N, /1 : N—=X,
strictement croissante, et une suite (A;); .y d'éléments de P tels que, pour tout i, j€N,

AicAlukl(), AlHfB@)=00) e Ay HBG) =1-80)

Preuve. — Ecrivons les a, €, & et A; du lemme 4 sous la forme fonctionnelle « (A, u),
g (A, u), h(A, u) et o (A, u,i). On définit par induction des arbres B, et B!, n et i
variant dans N :

Bo=A, Bi=oB,,ui e B,,=|J{B;i>0}
On pose alors
B(n)=o(B,,u), O(m)=ec(B,,u), I[(M=h(B, w0 e A =B

qui satisfont les conclusions du lemme.
On déduit facilement du lemme 5 le lemme suivant :

LEMME 6. — Soit A € P qui force « f¢ M». Hl existew : 6 (N)—> D, e : 6 (N)— {0, },
h:cMN)—=NY, T:c(N)>oN) et (A, fels que, pour tout s, T(s)eA,
{ n; T(s)%neA,} est infini, h(s) est une fonction strictement croissante de N dans
{H; T{S)*”EA.: }= Ag = A,

Asxi © Ay | T(s) % h(s)(D), Al flo(s 9 i) = e(s ¥ i)
et
Askii+1+) I = f{m(s* i) =1—¢e(s¥%i).

On peut alors achever la preuve du théoréme 3. La connaissance de G équivaut a
celle du réel
g=u{sec(N); o(N)|seG
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(on peut voir, en effet, que G = { AeP; Vng [ ne A }). On se raméne donc a montrer
que geM[f]. A chaque AeP qui force «f¢M» le lemme 6 associe une famille
fusionnable de A, et donc un arbre B =) () A, qui est inclus dans A. Par un

n seN"

argument de densité, il existe de tels A, B dans G. On a noté dans la preuve du lemme 2
que B = {t;3st = T(s)}. Pour connaitre g il suffit alors de connaitre la fonction
2 :N - N telle que VnT(g | n)<g. Or, du lemme 6 on déduit que g (1) = I'unique i
tel que

(Vji<i(fa(gtnk))=1—c@Inki) e fla(ginki)==e(glnki.

Ceci montre que g € M [ 7], ce qui prouve le théoréme 3.

Remarque 7. — Les arbres superparfaits ont une interprétation topologique simple.
Un point x d’un sous-espace P de N est dit K _-isolé s’il existe un voisinage V de P
tel que V n P est inclus dans une partie K, de N¥. Une partic P de N™ est dite super-
parfaite si elle est fermée sans point K_ isolé. A un arbre A s’associe une partie fermée
de NN :

[A] = {feN";VnflineA};

toute partie fermée s’obtient ainsi, et les parties superparfaites sont exactement celles
obtenues a partir des arbres superparfaits.

Dans le modéle de Sacks (?) toute partie de N non dans le modéle de base provient
d’un filtre générique sur la famille des parties parfaites de 2N; dans le modéle considéré
ici un résultat analogue est valide :

ProprosiTION 8. — Dans M [G], les fonctions de N dans N qui proviennent de parties
WMM-génériques de P sont exactement les fonctions non majorées dans M.

La proposition 8 s’établit a partir du lemme suivant :

LEMME 9. — Soit A€ P qui force «f n’est pas majorée dans M ». Il existe ue A tel
que X = {n; uvcneA} est infini, il existe keN, h : N > X, 1 : N = N, h strictement
croissante et | injective, et une suite (A)),.n d'éléments de P tels que, pour tout i,
AicAludkh(i) et Aj|+ f(k) =1G).

Note. — Puisque M [G] contient des éléments de N non majorés dans M, il ne
coincide pas avec un modéle de Sacks (?).

2. FORCING AVEC LES ARBRES J-SUPERPARFAITS. — Soit J un idéal de & (N), un arbre
est dit J-superparfait si

(VseA)FteA)(toset {n; idnecA}¢l).

On note P(J) la famille des arbres J-superparfaits ordonnée par inclusion. La notion
de famille J-fusionnable s’obtient en ajoutant a la définition 1 la condition « & a une
image non dans J». Les lemmes 2 et 4 sont alors vrais (en ajoutant la condition
précédente dans la conclusion du lemme 4). On a également :

LeMME 10. — Soit Z = { n; il existe o, &, h et des A, tels qu’au lemme 4 et h (0) = n },
alors Z = X et X=-Z¢el.

Preuve. — Sinon A’ = U {A|uvkn;neX—Z}eP et force aussi «f¢M»; le Z'
associé & A’ doit étre vide, ce qui contredit le lemme 4 (appliqué & A’).
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Le lemme 10 permet de prouver 1’analogue du lemme 5 avec la condition «/ a une
image non dans J» sous I’hypothése que J est un T-idéal [(*), §1] : /(0) peut étre
choisi dans un ensemble non dans J; ce choix fait, /(1) peut aussi étre choisi dans un
ensemble non dans J; ...; on obtient ainsi un J-arbre de choix de la suite /(0), / (1), ...,
I’hypothése de T-idéal permet alors de considérer une J-branche qui donne la fonction /
cherchée. D’ou le théoréme suivant qui généralise le théoréme 3 :

TuforEME 11. — Soit J un T-idéal (en particulier J peut étre le dual d’un ultrafiltre
sélectif') et soit G un filtre M-générique sur P (J). Il n’existe pas de modéle intermédiaire
entre M et M [G].

Remarque. — On peut montrer que si J est un idéal non sélectif, alors il existe un
idéal J’ tel que M [G] contient un filtre IM-générique sur P (J') qui ne reconstruit pas G.

(*) Séance du 7 juillet 1975.
(') S. GRIGORIEFF, Annals of Mathematical Logic, 3, n® 4, 1971, p. 363-394.
(*) G. E. SAcKs, Amer. Math. Soc. Symposia, 13, 1971, p. 331-355.
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