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NOTES DES MEMBRESET CORRESPONDANTS

ET NOTES PRÉSENTÉES OU TRANSMISESPAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHÉMATIQUE.- Minimalitédes réels définispar « forcing» sur
certainesfamillesd'arbres de suitesfinies d'entiers.Note (*) de M. Serge Grigorieff,
présentéepar M. Jean Leray.

Soit9J1unmodèledeZFplusl'axiomeduchoix.Onnoteo(N)l'ensembledessuitesfiniesd'entiers
quel'onordonneparlarelation<=deprolongementdesuites.OnappellearbretoutepartienonvideAdea (N)quiestcloseparrestrictiondesuites; siseAonpose

Ais = {tA; ts ou ts }.
Sis (N),s: k - N,siaeN,onnotes* a lasuitededomainek + 1quiprolongesetdontlavaleuraupointk esta.
UnarbreAestdit superparfaitsi

( s A)(tA) (t s et { n;tnA } est infini).
OndésigneparPlafamilledesarbressuperparfaits(dansM)ordonnéeparinclusion.Nousmon-tronsdanscetteNoteque,siGestunepartie9J1-génériquedeP,iln'ya pasdemodèleintermé-diaireentre9Ret9J1[G].Unegénéralisationdecerésultatestensuiteconsidérée,quifaitintervenirlanotiond'arbreJ-superparfait,J étantunidéalsur9 (N).

1. FORCINGAVECLESARBRESSUPERPARFAITS.— On introduit une notion de fusion
analogueà cellede (2).
DÉFINITION1. —Une famille(As)s (N)est dite fusionnablesi
(i) (s, t (N)) (tAsAt);
(ii) (Vs e G(N))(3? eAs)(3h: N --->N) [h est strictementcroissanteet

Vn(A,*n(-- A., t * h (n))].
LEMME2. —Si la famille(As)s(N) est fusionnablealors l'ensembleB = n U Asn seN"

est un arbre superparfait.
Preuve.—Il existedeux fonctionsT : a (N)-->a (N) et H : a (N)—>NNtelles que,

pour tout s, T (s) et H (s) ont les propriétésde t et h de (ii) (déf. 1). On voit par
inductionque T(s) a une longueurau moins égale à cellede s; aussi, T(s) EA.Soit
u ANn, il existes e N"et AEN tels que u As a; comme

AsAs| T(s) H(s) (n)
et T (s) a une longueurau moinségaleà n, on voit que u a T (s). Ainsi,on a

B = {u(N); sa(N)u T(s)}.
Pour tout s on a T (s n) T (s) H (s) (n); par suite { a N; T (s)a A},

qui est aussi l'imagede H (s), est un ensembleinfiniet B est ainsi un ensemblesuper-
parfait.
THÉORÈME3. —Soit G unepartie ~-génériquede P. Il n'existepas de modèleinter-

médiaireentre9Ret fil [G], i. e. pour tout {~} [G], soit ~, soit 9J1[/] = IDl[G].
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Il suffit de prouver le théorème pour f inclus dans Soit donc f : D --->{0, 1}
un élément de fil [G] non dans IDl,où D e On désignepar f une notation de f
dans SOtet on supposeque a (N) force « f est une fonctionde D dans {0, 1}».

LEMME4. - SoitAe P tel queA ~et soit u EAtelle queX= {n;unA }
est infini.Il existeAED, e e {0, 1 },h : N -+X, strictementcroissante,et unesuite(Ai)ieJ'j
d'élémentsde P tels que,pour tout i,

Ai uh(i), Ao| f- /(x) = e et Ai+1| (x) = 1 —.

Preuve. —On a A ~, donc aussi A u t- ~l. Par suite, il existea e D
tel que A u ne décide pas (x). Soient A' et A" inclus dans A u qui décident
différemment(), on peut supposerque A' A| u * m' et A" A| u * m" avecm',
m'' X. Pour ieX, i > sup (m', m"), soit Aj A| u * i qui décide(x); il existe
e e {0, 1} tel que l'ensembleY de ces i qui forcent «/(a) = 1 - » est infini. Soit Ao
celuide A' ou A" qui force«() = e ». On définith : N ->X ainsi: h (0) = m' ou m"
selon que Ao= A' ou A", h | N- { 0} énumèrede façon croissanteles élémentsde Y.
Les conclusionsdu lemmesont alors vérifiéessi l'on pose Ai = A~(i)pour i > 0.

LEMME5. - Sous leshypothèsesdu lemme4 il existe Pe DN,0 e {0, 1}N,1 : N X,
strictementcroissante,et une suite (Ai)i Nd'élémentsde P tels que,pour tout i, je N,

Ai|ul(i), Ai | ( ((i) = (i) et Ai,1 j 1 ((i)= 1-(i)

Preuve. —Écrivonsles a, 8, h et Ai du lemme4 sous la forme fonctionnellea (A, u),
e (A, u), h (A, u) et d (A, u, i). On définit par induction des arbres B,,et B~ n et i
variant dans N :

B0 = A, ~Bnl= s/(B„, u, i) et Bn+1 = U {B~,; i > 01.
On pose alors

(n) = (Bn,u), 0(n) = (Bn, u), l(n) =h (Bn,u) (0) et An =B~

qui satisfont les conclusionsdu lemme.
On déduit facilementdu lemme5 le lemmesuivant:

LEMME6. - SoitAe P quiforce «fe 9X». Il existea : cr(N)--->D, 8 : a (N)—)-{0, 1},
h : (N) NN, T : (N) (N) et (As)s(N) tels que, pour tout s, T (s) e As,
{n; T (s) nAs} est infini, h (s) est une fonction strictementcroissantede N dans
{n; T (s) n As},A0 = A,

Asi AS|T(s)h(s)(i),
et

As(i+°1+j)|((si))= 1-(si).

On peut alors acheverla preuve du théorème 3. La connaissancede G équivaut à
celle du réel

g = U{s(N);(N) |sG
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(on peut voir, en effet,que G = }). On se ramène donc à montrer
que g ~[]. A chaque AeP qui force « ~ » le lemme 6 associe une famille
fusionnablede As et donc un arbre B = n (J As qui est inclus dans A. Par unn seN"
argumentde densité,il existede telsA, B dans G. On a noté dans la preuvedu lemme2
que B = {; st T(s) }. Pour connaître g il suffit alors de connaître la fonction
g : N ->N telle que Vn T(g t n) cg. Or, du lemme6 on déduit que g (n)= l'unique i
tel que

(Vj< i) (ƒ((g t n*j» =1 - (g f «.)) et ƒ((~ni)) = (~ni=t n*i)

Cecimontre que ~ [/], ce qui prouve le théorème 3.
Remarque7. —Les arbres superparfaitsont une interprétation topologique simple.

Un point x d'un sous-espaceP de NNest dit K-isolé s'il existe un voisinageV de P
tel que V n P est inclus dans une partie K, de NN.Une partie P de NNest dite super-
parfaite si elle est ferméesans point K isolé.A un arbre A s'associeune partie fermée
de NN :

[A] = {ƒNN; nƒ~ n A};
toute partie fermée s'obtient ainsi, et les parties superparfaitessont exactementcelles
obtenuesà partir des arbres superparfaits.
Dans le modèlede Sacks e) toute partie de N non dans le modèlede base provient

d'un filtre génériquesur la familledes parties parfaites de 2N;dans le modèleconsidéré
ici un résultat analogueest valide:

PROPOSITION8. —DansM [G], lesfonctionsde N dansN quiproviennentde parties
~-génériquesde P sont exactementlesfonctionsnon majoréesdansM.
La proposition 8 s'établit à partir du lemmesuivant :

LEMME9. —Soit AE P quiforce «/ n'est pas majoréedans ». Il existe u e A tel
queX = { n; u n e A}est infini,il existe kN, h : N - X, 1 : NN, h strictement
croissante et 1 injective,et une suite (Ai)i d'éléments de P tels que, pour tout i,
Ai A |u h (i) et Ai f(k) =1 (i).
Note. — Puisque 9R[G] contient des éléments de NNnon majorés dans M, il ne

coïncidepas avec un modèle de Sacks (2).
2. FORCINGAVECLESARBRESJ-SUPERPARFAITS.— Soit J un idéal de Y (N), un arbre

est dit J-superparfaitsi

( s A)( t A)(t Set {n; t n A} J).
On note P (J) la familledes arbres J-superparfaitsordonnée par inclusion.La notion
de famille J-fusionnables'obtient en ajoutant à la définition 1 la condition « h a une
image non dans J ». Les lemmes 2 et 4 sont alors vrais (en ajoutant la condition
précédentedans la conclusiondu lemme4). On a également:
LEMME10.—Soit Z = f n; il existea, E,h et desAi tels qu'au lemme4 et h (0) = n },

alors Z c X et X-ZeJ.
Preuve. - Sinon A' = u {A | u n; n X-Z}eP et force aussi «f M»; le Z'

associéà A' doit être vide, ce qui contredit le lemme4 (appliquéà A').
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Le lemme 10 permet de prouver l'analogue du lemme5 avec la condition« 1a une
image non dans J» sous l'hypothèse que J est un T-idéal [(1),§1] : 1 (0)peut être
choisi dans un ensemblenon dans J; ce choix fait, 1 (1)peut aussi être choisi dans un
ensemblenon dans J; ; on obtient ainsiun J-arbrede choixde la suite /(0), /(1), .,
l'hypothèsede T-idéalpermet alors de considérerune J-branchequi donne la fonction1
cherchée.D'où le théorème suivant qui généralisele théorème3 :

THÉORÈME11. —Soit J un T-idéal (enparticulier J peut être le dual d'un ultrafiltre
sélectif) et soit G unfiltre M-génériquesur P (J). Il n'existepas de modèleintermédiaire
entre M et IDl[G].
Remarque.—On peut montrer que si J est un idéal non sélectif,alors il existe un

idéal J' tel queM [G] contientun filtreM-génériquesur P (J') qui ne reconstruitpas G.

(*)Séancedu 7 juillet1975.
(X)S.GRIGORIEFF,AnnalsofMathematicalLogic,3,n°4, 1971,p.363-394.
e) G.E. SACKS,Amer.Math.Soc.Symposia,13,1971,p. 331-355.
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